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1. ВВЕДЕНИЕ


Идея фрактального сжатия изображений зародилась относительно недавно – в 70-х годах прошлого века. Считается, что наиболее активно эта область начала развиваться после выхода книги Бенуа Мандельброта “Фрактальная геометрия природы”.

 
Точного определения фрактальных объектов не существует, но принято считать, что фракталы – это объекты, обладающее свойством самоподобия, т. е. такие, где часть объекта выглядит как целый объект.
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Классическим примером фрактала является лист папоротника – так называемый “папоротник Барнсли” 

Идея фрактального сжатия основывается  именно на свойстве самоподобия. Но существуют две проблемы:  во – первых, ничто не гарантирует наличие свойства самоподобия у произвольного изображения; во – вторых, если даже объект и является фрактальным, как выделить ту область (или области), на основе которых сроится изображение.


Следовательно, необходим некий теоретический базис, позволяющий решать эти проблемы. Такой базис существует и приведен ниже.

  2. ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ БАЗИС.

2.1 ЧЕРНО – БЕЛЫЕ ИЗОБРАЖЕНИЯ.

2.1.1 Метрические пространства.
Метрикой d в пространстве X называется функция двух аргументов d(x,y) такая, что :

     1) d(x,y)=d(y,x)
     2) d(x,x)=0
     3) d(x,y) d(x,z)+d(y,z)
     4) 0 < d(x,y) < 
Тогда (X,d) – метрическое пространство.
Последовательность точек {xn} X называется сходящейся к точке x, если

nd(xn, x)< 
Последовательность точек {xn} X называется последовательностью Коши, если
 n,md(xn, xm)< 
Метрическое пространство, где каждая последовательность Коши сходится к точке этого
 пространства, называется полным метрическим пространством.

Точка x называется предельной точкой множества X, если существует последовательность точек из Х, сходящаяся к точке x.

Множество в метрическом пространстве называется замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.

Множество B  в (X, d) называется ограниченным, если существует точка x0X и конечное значение R > 0, такие что для любого xB выполняется d(x, x0)<R
2.1.2 Компактные множества и пространство Хаусдорфа.
Множество C в метрическом пространстве (X, d) называется компактным, если каждая бесконечная последовательность из C имеет сходящуюся в С подпоследовательность.

Определим пространство Хаусдорфа.

Пусть (Х, d) – полное метрическое пространство. Определим H(X) как пространство, состоящее из компактных подмножеств множества Х. Т.е., каждая точка в H(X) – это компактное подмножество из Х.

Рассмотрим произвольную точку xХ и произвольное BH(X). 

Положим по определению d(x, B) = min{d(x, y):y}.

В силу компактности множества B минимум существует и ограничен. 
Рассмотрим теперь произвольные A,BH(X) и определим расстояние между ними как

d(A, B) = max{d(x, B): xA}

Компактность А обеспечивает существование и конечность максимума, но d(A, B) не задает метрику, т.к., в общем случае d(A, B) d(B,A).

Определим новую меру расстояния h(A, B):

h(A, B) = max{d(A, B), d(B, A)}.
 Теперь мы получили метрику в пространстве H(X).

Метрика h  называется метрикой Хаусдорфа, а метрическое пространство (H(X), h) –

 метрическим пространством Хаусдорфа.

2.1.3 Сжимающие отображения
Преобразование f : XX в метрическом пространстве (X, d) называется сжимающим

 отображением, если существует константа s, 0 s < 1 такая, что

     
d(f(x1), f(x2)) s d(x1, x2)    для всех x1, x2 X. 
Константа s называется коэффициентом сжатия отображения  f.

Точка х0 называется неподвижной точкой (аттрактором) сжимающего отображения f, если 
f(x0) = x0.

Теорема о сжимающих отображениях.

Пусть f : XX сжимающее отображение на полном метрическом пространстве (X, d).

Тогда  f имеет одну и только одну неподвижную точку х0 Х , и для любого хХ

 f n(x) x0 .
2.1.4 Системы итерируемых функций.
Пусть {w1, w2, … , wN} – конечный набор сжимающих отображений в (X, d) с коэффициентами сжатия  s1, s2, …, sN . Определим отображение W, на компактные множества точек из Х следующим образом :


W(B) = w1(B) w2(B) … wN(B) для каждого B из Н(Х).

Таким образом получили сжимающее отображение W : H(X) H(X) с коэффициентом сжатия   s = max{s1, s2, …, sN}

Система итерируемых функций (IFS) состоит из полного метрического пространства

 (Х, d) и конечного множества сжимающих отображений wn :X X с коэффициентами сжатия  sn. Коэффициент сжатия IFS определяется как  s = max{s1, s2, …, sN}.

IFS будем обозначать как {X, wn: n = 1,2,…, N}.

Теорема коллажа.

Пусть L – точка пространства Н(Х). Задано некоторое > 0. Выберем IFS {X, wn: n = 1,2,…,N}

с коэффициентом сжатия s, 0 < s < 1, так чтобы   h(L, W(L)) , 

Тогда
 h(L,A) -s)-1 h(L, W(L)) -s) ,

Где A – аттрактор данной IFS.

2.1.5 Аффинные преобразования.

Аффинные преобразования – преобразования вида  
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Аффинные преобразования осуществляют сжатие/растяжение, перенос и поворот объекта.

2.1.6 Кодирование изображений.

Для получения коэффициентов нужного аффинного преобразования (в простейших случаях) достаточно решить 2 системы их 3-х уравнений с 3-мя неизвестными.

   
В качестве примера рассмотрим построение Треугольника Серпинского. Это изображение описывается 3-мя преобразованиями :

1-е переводит точки {1,2,3} в точки {1,4,6};

2-e : {1,2,3} – в {4,2,5};

3-e : {1,2,3} – в {6,5,3},

[image: image7.png]


[image: image8.png]


(см. рисунок слева внизу).

Справа внизу показано изображение треугольника  Серпинского, полученное с помощью вероятностного алгоритма и преобразований найденных указанным выше способом.

2.1.7 Декодирование изображений.
2.1.7.1 Детерминистический алгоритм.
Детерминистический алгоритм для построения изображения, являющегося аттрактором IFS, напрямую применяет теорему о сжимающем отображении к любому начальному изображению B  из H(X). Алгоритм строит последовательность изображений Аn , многократно применяя IFS отображение W = {w1, … , wN}. Если мы положим A0=B, то процесс может быть записан в виде 
An = W(An-1). По теореме о сжимающем отображении, An сходится к аттрактору данной IFS.
Ниже приведен пример работы детерминистического алгоритма – первые несколько итераций и конечное изображение, близкое к аттрактору.
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2.1.7.2 Вероятностный алгоритм.

В то время ка детерминистический алгоритм является прямым применением теоремы о сжимающих отображениях, позволяющим наблюдать, как он действует на практике, этот алгоритм оказывается слишком медленным и обычно не используется на практике для построения изображений – аттракторов. 

Более предпочтительным является использование вероятностного алгоритма: Вероятностный алгоритм связывает с каждым преобразованием wi из IFS вероятность pi.

Эти вероятности определяют, насколько плотно каждая часть изображения – аттрактора покрыта точками.
Вероятности преобразований можно вычислять как отношение модуля определителя  основной матрицы преобразования к сумме модулей определителей основных матриц  всех преобразований из IFS.
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Алгоритм построения изображения:
1)      For n = 1 to number_of_points_in_image do

2)           (x,y) = random(B)

3)           for I=1 to number_of_iterations do

4)                p = random(0,1)      

5)               (x,y) = Wk(x,y)                           //где вероятность р соответствует преобр-ю Wk
6)            end

7)      end
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Ниже приведен пример работы вероятностного алгоритма.

Можно заметить, что для вероятностного алгоритма существуют особые точки – черные изображения. Если работа вероятностного алгоритма начинается с них, то аттрактор не будет получен никогда. Отсюда вытекает следующее утверждение:

если в начальном изображении присутствует хотя бы одна черная точка, то существует отличная от нуля вероятность того, что в результате работы вероятностного алгоритма получится чисто черное изображение, причем эта вероятность тем больше, чем больше количество черных точек в изображении.


Действительно, пусть изображение имеет размеры n x m. Тогда общее число точек в нем N = n x m. Пусть число черных точек равно b, пусть число точек, используемых для построения изображения равно M.

Вероятность того, что случайно выбранная точка окажется черной, равна  
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. Вероятность того, что все выбранные точки окажутся черными, равна 
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Таким образом, для того, чтобы алгоритм сработал корректно с вероятностью большей, чем 1-, где требуется выполнение неравенства  
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Пусть = 0,01. Тогда для корректной работы вероятностного алгоритма при начальном изображении размера 300х300 с единственной белой точкой требуется:
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 Интересно, что, хотя вероятностный алгоритм широко используется в различных работах, никто из авторов ни разу не обратил внимания на данный факт.

2.2 ИЗОБРАЖЕНИЯ В ГРАДАЦИЯХ СЕРОГО.

2.2.1 Метрическое пространство.

Изображения в градациях серого можно рассматривать как вещественные функции f(x,y),
 определенные на единичном квадрате  I2=I x I.

       На этих функциях можно ввести метрику следующим образом:
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Пусть  F – пространство вещественных функции, интегрируемых с квадратом на I2 с введенной метрикой. Тогда (F,d) – полное метрическое пространство и в нем выполняется теорема о сжимающих отображениях.
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Поскольку работать мы будем с цифровыми изображениями, которые по сути являются матрицами фиксированных значений функции f(x,y), взятых в фиксированных точках (xi, yj), в этом случае можно пользоваться среднеквадратичной метрикой (rms):

2.2.2 PIFS и аффинные преобразования изображений в градациях серого.

В этом разделе используются IFS специального вида – системы итерируемых кусочно-определенных функций (PIFS). PIFS состоит из полного метрического пространства X, набора подобластей Di из Х и набора сжимающих отображений 

  wi : Di X,  i=1, 2, … , n.

2.2.2.1 Аффинные преобразования.

Пусть w0 i – аффинное преобразование, переводящее в себя единичный квадрат I2.

W0 I (x,y) = Ai(x,y)T +bi  , где Аi – некоторая матрица размера 2х2, bi – вектор размера 2х1.

Пусть Di – некоторая подобласть I2, и пусть Ri – область значений преобразования
 w0 i: 
w0 i (Di) = Ri.

Определим отображение wi:F  F, действующее на изображение f(x,y):
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(если w0i  - обратимо и (х,у) из Ri).

Константа si  управляет контрастностью,  oi   управляет яркостью.

wi – это базовое аффинное преобразование изображений в градациях серого.
2.2.2.2 Сжимающие отображения.

Для того, чтобы отображение wi было сжимающим потребуем выполнение условия
d2(wi(f), wi(g))  sd2(f, g).
Теорема о сжимающем отображении
Пусть {Ri} образуют покрытие множества I2, и при этом попарно не пересекаются.

Пусть vi – PIFS  вида  vi : Di  Ri для некоторого множества доменных областей Di.

Для каждого vi определим соответствующее сжатие wi на пространстве изображений F указанным выше способом.


Пусть W(f(x,y)) = wi(f(x,y)) для (x ,y) из Ri .

Тогда  W является сжатием на F, имеет единственную неподвижную точку fW   и 

Wn(f) fW  
при n  для любых изображений f.

Теорема коллажа.
Пусть задано изображение в градациях серого f . Пусть W – сжимающее отображение такое, что d2(f,W(f))  .    
Тогда d2(f, fW) -s), где s - коэффициент сжатия отображения W.
2.2.3 Фрактальное кодирование.

При фрактальном кодировании изображений мы пытаемся найти множество сжимающих отображений, которые отображают доменные блоки в множество ранговых блоков.

Базовый алгоритм кодирования выглядит следующим образом:

1)Разбиваем исходное изображение на непересекающиеся ранговые блоки.

2)Покрываем изображение  последовательностью доменных блоков, возможно пересекающихся (домены могут быть разных размеров и обычно их количество исчисляется тысячами).

3)Для каждого рангового блока находим домен и соответствующее преобразование,   которое  наилучшим образом покрывает ранговый блок

4)Если достаточно точного соответствия не получаем, то разбиваем ранговые блоки на меньшие. Продолжаем этот процесс до тех пор, пока не добьемся приемлемого соответствия, или размер ранговых блоков не достигнет некоторого заранее определенного предела.

2.2.4 Декодирование изображений.

Изображение декодируется путем итеративного применения преобразования W к произвольному начальному изображению g, где W(g(x,y)) = wi(g(x,y)), для (x,y) из Ri.

Если преобразования были выбраны корректны , то итерация Wn(g) будет близка к исходному значению f при некотором приемлемом значении n.

Важно, что в соответствии с теоремой о сжимающем отображении процесс будет сходиться независимо от выбора начального изображения. В качестве примера можно рассмотреть построение изображения «вид на УрГУ» на основе изображения «вид на УПИ». Слева направо – начальное изображение, 1-ая итерация, 2-ая итерация, аттрактор. 
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3. РЕАЛИЗАЦИЯ.

Все приведенные выше построения являются довольно абстрактными, и механизм их работы не всегда очевиден. Для иллюстрации в процессе работы были написаны программы (работающие с ЧБ изображениями, т. к. этот случай является более простым), позволяющие наглядно продемонстрировать некоторые вышеописанные процессы. Ниже приведены описания программ.

[image: image16.png]


3.1 Программа Fract0.

 Программа Fract0 предназначена для построения изображений по заданным IFS с помощью вероятностного алгоритма. Параметр вероятностного алгоритма задается в поле "Кол-во преобразований для одной точки". 

   Значение поля "Количество точек" показывает, сколько точек алгоритм использует для построения аттрактора заданной IFS. Иными словами, в конечном изображении количество точек(т. е. точек цвета отличного от черного) будет не более числа, указанного в этом поле.

   Программа предоставляет пользователю возможность загрузить свою IFS и построить соответствующее изображение и восстановить исходную систему итерируемых функций, позволяющую строить т. н. "Папоротник Барнсли"(меню IFS).

  Загрузка IFS производится из текстовых файлов следующего формата:

     В первой строке - количество преобразований, входящих в систему      (N).

     Далее следуют N блоков вида

     a11 a12 b1

     a21 a22 b2

     p

     где a11, a12, a21, a22, b1, b2 - коэффициенты преобразования,

         p - соответствующая вероятность.

Например, файл, содержащий IFS треугольника Серпинского, будет иметь вид:

3

0,5 0 0

0 0,5 5

0,34

0,5 0 2,5

0 0,5 0

0,33

0,5 0 -2,5

0 0,5 0

0,33
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3.2 Программа  Fract1.

   
Программа Fract1 позволяет наблюдать процесс работы вероятностного алгоритма на примере построения изображения "Папоротник Барнсли", заданного с помощью системы итерируемых функций.

 
  При нажатии кнопки "Пуск" случайным образом выбирается точка из квадрата

 [-5, 5]x[0,10] и отмечается на изображении желтым цветом. После этого становится доступной кнопка "Преобразовать". При нажатии на нее генерируется случайное число из из отрезка [0, 1]. Число отображается в соответствующем поле. Точка подвергается преобразованию с соответствующей вероятностью и результат отображается на изображении ярко-голубым цветом. 

   
Процедуру можно повторять пока не надоест. При этом в поле "Кол-во итераций" отображается количество нажатий на кнопку "Преобразовать".

   
При нажатии на кнопку "Хватит" текущая точка отмечается зеленым цветом и теряется возможность ее дальнейшего преобразования.

  
 Нажатие на кнопку "Авто" запускает вероятностный алгоритм с параметром, указанным в поле "Кол-во итераций". В процессе работы алгоритма отмечаются все промежуточные точки, конечные точки и, в зависимости от состояния переключателя "Отображать начальные точки", - начальные. При этом временной интервал между операциями равен 0.001*t, где t - значение поля "Таймер".

   Процесс также может быть остановлен нажатием на кнопку "Хватит".

3.3 Программа Fract2.

   
Програма Fract3 является иллюстрацией к теореме о сжимающих отображениях в пространстве Хаусдорфа.

   
Изначально заданы два изображения и IFS папоротника Барнсли. Нажатие на кнопку "Вычислить" в разделе "Расстояние" запускает процедуру вычисления расстояния Хаусдорфа между данными изображениями. Результат отображается в поле справа от надписи "Расстояние"; в полях расположенных ниже выводятся координаты точек, расстояние между которыми и дает расстояние Хаусдорфа. При этом, если в среднем поле стоит стока "-->", значит результат получен при вычислении расстояния от левого до правого изображения, если - строка "<--", то - от правого до левого.
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 В зависимости от состояния переключателя "Показать точки", точки, на которых достигается расстояние Хаусдорфа, отмечаются на изображениях.

   
Нажатие на кнопку "Преобразовать" запускает вероятностный алгоритм с параметром, указанным в поле "Кол-во итераций" для обоих изображений сразу. Результаты отображаются на экране. 

 
 В программе предусмотрена возможность загрузки IFS пользователя(см. руководство к программе Fract0) и восстановления исходной, а также - возможность загрузки изображений. При этом загрузка производится не из файлов – картинок (bmp, jpg и др.), а из текстового файла в каждой строке которого через запятую содержатся координаты точек изображения(т. е. - точек цвета, отличного от черного). 

   Например:

100 100

20 70

135 40

При зарузке данного файла получим черное изображение с тремя белыми точками - (100, 100), (20,70) и (135, 40).

Следует также помнить, что размер изображений - 300x300 пикселей.

   Пользователю также предоставляется возможность постоения графика зависимости расстояния между изображениями от количества примененных преобразований. Нажатие на кнопку "Запуск" раздела "График" запускает следующий процесс: считается расстояние между текущими изображениями, изображения преобразуются вероятностным алгоритмом с параметрами из раздела "Параметры вероятностного алгоритма", считается расстояние между полученными изображениями, снова применяются преобразования и 

т. д. 
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После завершения этого процесса появляется новое окно. Для построения графика следует выбрать пункт меню "График" - "Построить". Полученный график можно экспортировать в файлы типа bmp, wmf или emf.

3.3.1 Вычисление расстояния Хаусдорфа


Расстояние Хаусдорфа является одним из ключевых понятий фрактального сжатия изображений. Однако, его вычисление – задача нетривиальная, т. к. вычисление его по определению требует значительных временных затрат даже на современных компьютерах. Так, например, чтобы вычислить расстояние Хаусдорфа по определению между двумя изображениями размера 300х300 пикселей, компьютеру на базе процессора Pentium4 потребовалось более одного часа времени. 


Очевидно, однако, что полный перебор делать нет необходимости, т. к. для каждой точки одного изображения нас интересуют только ближайшие к ней точки другого изображения. 


В программе вычисление метрики Хаусдорфа реализовано на базе классического алгоритма поиска в ширину, известного также как «волна». Его идея заключается в следующем: процесс начинается с некоторой исходной точки; все точки, соседние с исходной помечаются как пройденные; на следующих шагах для текущей точки рассматриваем все соседние и помечаем их, если они еще не пройдены. 
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Полученная процедура вычисления расстояния работает достаточно быстро. Так, например, на том же компьютере расстояние между  теми же изображениями в среднем считается примерно за пять секунд.

Схема работы алгоритма поиска в ширину.

4. РЕЗУЛЬТАТЫ.

1. В целях ознакомления с направлением была просмотрена большая часть существующих на данный момент работ по фрактальному сжатию изображений – т. н. Лейпцигская коллекция (см. пункт 5).

2. Было разработано гибкое программное обеспечение, позволяющее достаточно подробно изучить механизм фрактального сжатия изображений в простейшем случае.

3. Были обнаружены некоторые особенности вероятностного алгоритма, которые могут привести к его некорректной работе в некоторых случаях, а также указан способ, позволяющий гарантировать корректную работу алгоритма с вероятностью сколь угодно близкой к единице (2.1.7.2).

4. Был разработан достаточно эффективный алгоритм, позволяющий считать расстояние Хаусдорфа между изображениями за приемлемое время (3.3.1).

5. ИСПОЛЬЗУЕМАЯ 
ЛИТЕРАТУРА.

1. С. Уэлстид. “Фракталы и вейвлеты для сжатия изображений в действии”. Москва. “Издательство ТРИУМФ” 2003.

2. Лейпцигская коллекция работ, посвященных фрактальному сжатию изображений на http://compression.graphicon.ru.
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